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⟹ ∫
∞

−∞
f(t)dt = 1

Stetige Zufallsvariablen
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Falls    im Punkt  stetig ist, gilt .f x F′￼(x) = f(x)



Alles was Sie über  und  wissen wenn  diskret ist,  
gilt auch wenn  stetig ist! 
E(X) Var(X) X

X

,E(X1 + X2) = E(X1) + E(X2)

Stetige Zufallsvariablen
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,Var(X) = E(X2) − E(X)2 Tschebyscheff, …



Normal-Verteilung

Es gilt tatsächlich .  ∫
∞

−∞

1

2π
⋅ exp (−

1
2

x2) dx = 1

Die Funktion  mit 

   

ist eine Dichtefunktion. 

f : ℝ → ℝ+

f(x) =
1

2π
⋅ exp (−

1
2

x2)
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Standardnormalverteilung



Es gilt tatsächlich .  ∫
∞

−∞

1

σ 2π
⋅ exp (−

1
2 ( x − μ

σ )
2

) dx = 1

 ist symmetrisch um . D.h.:  für alle .f(x) μ f(μ − a) = f(μ + a) a ∈ ℝ

 nimmt das Maximum an, wenn .f(x) x = μ

Normal-Verteilung
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∫
∞

−∞

1

σ 2π
. exp (−

1
2 ( x − μ

σ )
2

) dx = 1

Nicht elementar! D.h.: es gibt keine „einfachere“ Beschreibung!

Normal-Verteilung

E(X) = μ, Var(X) = σ2 .

gilt
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      Substitution:  
  

  ∫
t0

−∞

1

σ 2π
⋅ exp (−

1
2 ( x − μ

σ )
2

) dx = Φ ( t0 − μ
σ )= ∫

t0 − μ
σ

−∞

1

2π
⋅ exp (−

1
2

t2) dt

Also gilt für :        .X ∼ N(μ, σ) F(t0) = P(X ≤ t0) = Φ ( t0 − μ
σ )



Φ(−x) + Φ(x) = ∫
∞

−∞

1

2π
. exp (−

1
2

t2) dt = 1

Φ(x) = ∫
x

−∞

1

2π
. exp (−

1
2

t2) dt

⟹ Φ(−x) = 1 − Φ(x)

Normal-Verteilung
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Φ(x) = ∫
x

−∞

1

2π
. exp (−

1
2

t2) dt

Beispiel NV: Ein Werkstück soll eine Bohrung erhalten mit einem Durchmesser 
von mm. Die Toleranzgrenzen sind mm und mm. Es sei 
bekannt, dass die von den Bohrautomaten erstellten Bohrungen  verteilt 
sind, wobei mm und mm gelten soll. Ein Werkstück ist Ausschuss, 
wenn der Durchmesser größer als  ausfällt. Ist der Durchmesser kleiner als , so 
muss eine Nachbohrung durchgeführt werden.

50 tu = 49,97 to = 50,04
N(μ, σ2)

μ = 50 σ = 0.02
to tu

(a) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Werkstück in den Toleranzgrenzen 
liegt?

Sei  die zugehörige Zufallsvariable. Dann ist folgender Wert gesucht

.

X
P(tu ≤ X ≤ to) = P(X ≤ to) − P(X ≤ tu)

= Φ ( to − μ
σ ) − Φ ( tu − μ

σ )
= Φ(2) − Φ(−1,5) = Φ(2) − (1 − Φ(1,5))
≈ 0.9104

Normal-Verteilung
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Normal-Verteilung Φ(x) = ∫
x

−∞

1

2π
. exp (−

1
2

t2) dt

Beispiel NV: Ein Werkstück soll eine Bohrung erhalten mit einem Durchmesser 
von mm. Die Toleranzgrenzen sind mm und mm. Es sei 
bekannt, dass die von den Bohrautomaten erstellten Bohrungen  verteilt 
sind, wobei mm und mm gelten soll. Ein Werkstück ist Ausschuss, 
wenn der Durchmesser größer als  ausfällt. Ist der Durchmesser kleiner als , so 
muss eine Nachbohrung durchgeführt werden.

50 tu = 49,97 to = 50,04
N(μ, σ2)

μ = 50 σ = 0.02
to tu

(b) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Werkstück nachgebessert werden 
muss?

Sei  die zugehörige Zufallsvariable. Dann ist folgender Wert gesucht
X
P(X ≤ tu)

= Φ ( tu − μ
σ ) = Φ(−1,5) = 1 − Φ(1,5)

≈ 0.0668

Normal-Verteilung
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Φ(x) = ∫
x

−∞

1

2π
. exp (−

1
2

t2) dt

Beispiel NV: Ein Werkstück soll eine Bohrung erhalten mit einem Durchmesser 
von mm. Die Toleranzgrenzen sind mm und mm. Es sei 
bekannt, dass die von den Bohrautomaten erstellten Bohrungen  verteilt 
sind, wobei mm und mm gelten soll. Ein Werkstück ist Ausschuss, 
wenn der Durchmesser größer als  ausfällt. Ist der Durchmesser kleiner als , so 
muss eine Nachbohrung durchgeführt werden.

50 tu = 49,97 to = 50,04
N(μ, σ2)

μ = 50 σ = 0.02
to tu

(c) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Werkstück Ausschuss ist?

Sei  die zugehörige Zufallsvariable. Dann ist folgender Wert gesucht
X
P(X ≥ to) = 1 − P(X ≤ t0)

= 1 − Φ ( to − μ
σ ) = 1 − Φ(2)

≈ 0.0228

Alternativ: Es muss gelten .P(X ≤ tu) + P(tu ≤ X ≤ to) + P(X ≥ to) = 1

Normal-Verteilung
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Φ(x) = ∫
x

−∞

1

2π
. exp (−

1
2

t2) dtNormal-Verteilung
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Grenzwertsätze Φ(x) = ∫
x

−∞

1

2π
. exp (−

1
2

t2) dt

:             und a, b ∈ ℝ E(aX + b) = aE(X) + b Var(aX + b) = a2Var(X)

a ≤ X* ≤ b ⟺ σa ≤ X − μ ≤ σb ⟺ σa + μ ≤ X ≤ σb + μ
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Φ(x) = ∫
x

−∞

1

2π
. exp (−

1
2

t2) dt
Binomialverteilung reloaded:

Ist  binomialverteilt mit  und , so ist   

und die Werte von  sind genau die Elemente aus .

Xn n p P(Xn = k) = (n
k) pk(1 − p)n−k = Bn,p(k)

Xn {0,…, n}

Dann ist   

und die Werte von  sind die Elemente aus .

X*n =
Xn − np

np(1 − p)

X*n { k − np
np(1 − p)

|k ∈ {0,…, n}}
Wir wollen die Wahrscheinlichkeiten von  als Flächeninhalt einer Säule darstellen.  

Die Breite einer Säule ist . Damit der Flächeninhalt gleich  ist, muss 

die Höhe einer Säule gleich  sein.

X*n
1

np(1 − p)
Bn,p(k)

np(1 − p) ⋅ Bn,p(k)

Die Treppenfunktion, die über alle diese Säulen läuft, ist 

fn(x) = np(1 − p) ⋅ Bn,p(k)  falls 
k − np − 1

2

np(1 − p)
≤ x <

k − np + 1
2

np(1 − p)

0  sonst

Grenzwertsätze
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Φ(x) = ∫
x

−∞

1

2π
. exp (−

1
2

t2) dt
Binomialverteilung reloaded:

Ist  binomialverteilt mit  und , so ist 

  

und die Werte von  sind genau die Elemente aus .

Xn n p

P(Xn = k) = (n
k) pk(1 − p)n−k = Bn,p(k)

Xn {0,…, n}

Dann ist   

und die Werte von  sind die Elemente aus 

.

X*n =
Xn − np

np(1 − p)
X*n

{
k − np
np(1 − p)

|k ∈ {0,…, n}}

Wir wollen die Wahrscheinlichkeiten von  als Flächeninhalt einer Säule darstellen.  

Die Breite einer Säule ist . Damit der Flächeninhalt gleich  ist, muss die Höhe einer Säule 

gleich  sein.

X*n
1

np(1 − p)
Bn,p(k)

np(1 − p) ⋅ Bn,p(k)

Die Treppenfunktion, die über alle diese Säulen läuft, ist 

fn(x) = np(1 − p) ⋅ Bn,p(k)  falls 
k − np − 1

2

np(1 − p)
≤ x <

k − np + 1
2

np(1 − p)

0  sonst

Es ist ∫
∞

−∞
fndx =

n

∑
k=0

Bn,p(k) = 1  ist eine Dichtefunktion!⟹ fn

lim
n→∞

fn(x) =
1

2π
exp(−

1
2

x2)

Grenzwertsätze
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Φ(x) = ∫
x

−∞

1

2π
. exp (−

1
2

t2) dt
Binomialverteilung reloaded:

Es folgt: 
Ist  eine -verteilte Zufallsvariable, dann gilt X B(n, p)

P(X ≤ x) ≈ Φ
x − np + 1

2

np(1 − p)

Faustregel: gute Approximation, wenn .np(1 − p) > 9

Grenzwertsätze
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Φ(x) = ∫
x

−∞

1

2π
. exp (−

1
2

t2) dt

  ist -verteilt: X B(n, p) P(X ≤ x) ≈ Φ
x − np + 1

2

np(1 − p)

In einem Kurs sind 220 Studierende angemeldet. In dem Hörsaal sind 160 Plätze. 
Studierende erscheinen mit einer Wahrscheinlichkeit von  zu einer Vorlesung. Wie 

groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Platz ausreicht?
0,75

Sei  die Zufallsvariable, die die Anzahl von Studierenden in einer Vorlesung misst. Dann ist  
binomialverteilt, mit  und .

X X
n = 220 p = 0,75

Gesucht: P(X ≤ 160)

Faustregel erfüllt: np(1 − p) = 220 ⋅ 0,75 ⋅ 0,25 = 41,25 > 9

Es folgt: P(X ≤ 160) ≈ Φ ( 160 − 165 + 0,5
41,25 ) = Φ(−0,7006…)

= 1 − Φ(0,7006…) ≈ 1 − 0,758 = 0,242
Genaues Ergebnis mit Binomialverteilung: 0,2397…

Grenzwertsätze
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Φ(x) = ∫
x

−∞

1

2π
. exp (−

1
2

t2) dt

  ist -verteilt: X B(n, p) P(X ≤ x) ≈ Φ
x − np + 1

2

np(1 − p)

In einem Hörsaal sind 160 Plätze. Studierende erscheinen mit einer Wahrscheinlichkeit 
von  zu einer Vorlesung. Wie viele Studierende dürfen angenommen werden, damit 

der Platz mit einer Wahrscheinlichkeit von  ausreicht?
0,75

0,95
Sei  die Zufallsvariable, die die Anzahl von Studierenden in einer Vorlesung misst. Dann ist  

binomialverteilt, mit unbekanntem  und .
X X

n p = 0,75

Gesucht: größtes , mit n ∈ ℕ P(X ≤ 160) ≥ 0,95

 und  und P(X ≤ 160) ≈ Φ ( 160 − n ⋅ 0,75 + 0,5
n ⋅ 0,75 ⋅ 0,25 ) Φ(1,64) < 0,95 Φ(1,65) > 0,95

Löse: 
160 − n ⋅ 0,75 + 0,5

n ⋅ 0,75 ⋅ 0,25
= 1,65 (Quadratische Gleichung in )n n = 200,51…

Fazit: Es dürfen höchstens  Studierende angenommen werden.200

Grenzwertsätze
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